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Al4. Filtrage analogique

Fonction de transfert harmonique d'un filtre

 Systemes linéaires

Un systéme linéaire est régi par wypiation différentielle linéaireUne équation différentielle
linéaire contient des termes différentiels du ler ordre, du 2° ordre, etc, mais ne contient pas
termes élevés a une puissance (carré, cube, etc).

- Variables

On peut décrire le comportement du systéme dadent@ine temporglvariablet, en s) par son
équation différentiellou dans lelomaine fréquentiejvariablef en Hz ouw = 2rf en rad/s) par sa
fonction de transfert harmonique.

Cependant, alors que I'équation différentielle s'applique a n'importe quel type d'évolution, |
fonction de transfert se limite aux grandeurs dont I'évolution est sinusoidale dans le temps et pc
lesquelles on peut définir une fréquence.

- Parametres

Un systéme linéaire est caractérisé par certains parametres, communs aux deux domaines, dot
. ungain statiqueK qui caractérise le systemefenO.
. une ou plusieursonstantes de tempsotéest (en s), ou leurs inverses = 11 appelées

pulsations propregou encorég = wo/21t appeléedréquences propres

- Descriptions du systeme : équivalence équation différentielfenction de transfert
On a vu 8All qu'a une dérivée dans le temps d'une variable sinusoidale correspond u
multiplication par ¢o de sa représentation complexe dans le domaine fréquentiel. En utilisant le
notation de Laplace, cela se résume de la fagcon suivante :
. domaine fréquentiel : la varialgpecorrespond a la quantite j pVv = jov
. domaine temporel : une multiplication gecorrespond a une dérivée premiérgv = dv/dt
Ces deux descriptions sont équivalentes.

A Exemple ¢e paragraphe peut étre ignoré en 1ére lecture !) :
Soit un systeme électrique régi par une équation différentielle du ler ordre liant s¢
tension d'entréee et sa tension de sortig, de la forme :
dvg O dv. L
Ve +T,—=2= K[, +1,—=
stlaTq TR TG b
En notation de Laplace, cette équation s'écrit aussi :
Vs +ToPpVs = K(Ve + TlpVe)
Traduite dans le domaine fréquentiel (représentation complexe des grandeur
sinusoidales) cette équation devient :
Vet+T1pVs = K(\le + T1p\—/e)

. - . \
Cela permet de faire apparaitre le gain (complexe) en tel\q/ﬁcxn
—e

é _K l1+14p
Ve 1+71,p
qui n'est autre que la fonction de transfédu systeme :
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iy
ﬂ = é =K 1 T]_J.(L)
Ve 1+

Ce calcul éq. diff- f. de transfert peut s'effectuer dans le sens inverse.

* Filtres
La fonction de transfert harmoniqbed'un systeme linéaire est telle que :

€ S -
_ s|=|H].le|
—— H —» s=He -
[Arg(s) = Arg(H) + Arg(e)
oueg s, etH sont des fonctions complexes de la variatléou jf).
H étant une fonction de la fréquence, un tel systeme est, par définitidtreun

Ordre du filtre :
F. de transfert ou filtre du’ lordre : H=f (ctes, jw)

F. de transfert ou filtre dué?eordre H=f (ctes, jw, (jw)z)
Etc...
Typedu filtre :

S 1 4 +
0 | T T T T T 0 1 T T T T T O-- T T T T T
Passe-Bas Passe-Haut Passe-Bande Réjecteur
s -0 s~ 0

* Ecriture des fonctions de transfert
Forme générale
La forme générale d'une fonction de transfert est un quotient de polynébmes complexes :

1% ordre : H(jw) = K1+ A_Jw
1+Bw
. : L2
2" ordre : H(jw) = K1+ Alj'w+ AQ(J'(D)Z
1+Bjjw+ By(jw)

Variable réduite
Afin d'alléger I'écriture des équations dans le domaine fréquentiel, il peut étre utile de
remplacer des termes incluant le (ou les) parameétre(s) du systéme, par exgnmale des

. g . . . . w f N
variables réduitessans dimension. Ainsi, le terme devient :Tw = o =— =X ouxestla
o To
variable réduite.
Forme canonique
Une fonction de transfert peut s'écrire sous forme normalisée a l'aide d'un produit ou d'L
quotient de termes standards qui sont les suivants :
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Ordre | Variable simple Variable réduite Remarques
[ JX
Ordre zérc K constante réelle ou complexe
ler ordre jTw Jx terme du ler ordre
1+jw 1+ x polynéme du ler ordre
2éme ordre (jroo)z (jx)2 terme du 2éme ordre

1+2jmx + (jx)2 polynéme du 2éme ordre (m : amortissemen

A la variable étantxj on écrit de préférence

(2 2
(1X) plutdt que-x

Ordres guotient ou produit de termes ou de polynén
supérieurs du ler et du 2eme ordre

* Cas particulier : quadripdles réactifs linéaires

—_— —

courant entrant )

le , l
UeT H(J ('0) (conventionnellement : QS charge

Us=T.Ug Fonction de transfert en tension gain (linéaire) en tension  [sans dim.]

Is=S. e Fonction de transfert en courant gain (linéaire) en courant [sans dim.]
Us=Z1.le Impédance de transfert transimpédance [Q]
Is=Y¥7.U¢ Admittance de transfert transadmittance [S]

En général, I'expression des granddurS, Zt etYr varie avec la charge (exemple : pont diviseur
de tension fonctionnant en charge)

* Cas particulier : filtre passif
C'est un quadripdle réactif qui ne contient que des éléments passifs (résistance, condensateur,
bobine). Il ne contient pas d'éléments actifs (amplificateur, transistor, ...).
Structuredu filtre :
pont diviseur

enm enT
o 1 —] —
Lo
|-j|- |-j|- )

« Cas particulier : pont diviseur de tension fonctionnant a vide

Z . \
\_/s =—=L \_/e e I(J (*)) ==2
L1+ 2, Ve Z41t245
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Exemples de calculs de la fonction de transfert en tension :

C
Ro
R1 IC
Ro
—{ 1
]
C R

ISBN 2-9520781-0-6

1
I= JCQ;_ = .1 = 1f avec : RC(.A.):i:fL
R+ —— 1+ JRCw 1+j— wy fo
jCw fo
i
. R___RCw _ "
R+ .1 1+ jRCw 1+jL
jCw fo
R Ry
T= 1+ jRCw  _ R _ R+R __K
L N R R+ R+ jRRCw 14 RR, Coo 1+jl
1+ jRCw +R f1
To_ R _ RHRRC® __ R 1+jRCw
B ) .Rz Ri+ R+ jRIRCw R+R 1+ | RR o
1+ JRCw R+R
ni
O0T=K f2
1+j—
fi
1 . f
+— : )=
T: Rl JCQ) - 1+ JR]_C(L) - J fl
jCw fy
i
T= R _ JR,Cw _ _h
- R1+R+ 1 1+j(R1+R2)C(D 1+JL
jCw fy
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Plan de Bode

Une fonction de transfert étant complexe, ss représentation comprend deux graphes, l'un pour le
module et l'autre pour la phase, en fonction de la fréquence. En outre, I'échelle des phénomenes
rencontrés étant trés grande, la représentation habituellement utilisée est logarithmique. Le plan dt
Bode est I'ensemble de ces deux graphes logarithmiques.

« Echelles logarithmiques

Axe linéaire : - | - - | - L X

X oo XX XX

unité :  AX=X-Xg=X -X =...=d€
échelle : Ax = une unité de longueur (par exAx = 1 cm)

Axe logarithmique : log 1log x1 log x2 log x3 log x4 log x5

i i i i i i > X
0 Xl X2 X3 X4 >(5
On pose : X = log X unité :  AX = X1-0=X5-X;=X3-Xp=...=d€
0 AX=log % -logx =log X -logx = ... = d€
O AX =log (% /X)) =log (/%) =...=d€

rapport : AX =logr
r =2 :une octave
r = 10 : une décade
échelle: r=100 AX =log 10 = une unité de longueur
r=20 AX =log 2 = 0,3 unité de longueur
Sur une échelle logarithmique, la longueur (en cm) d'une octave est donc égale a 0,3 fois
longueur d'une décade. Réciproquement, la longueur d'une décade est égale 8,2/@B la
longueur d'une octaveﬁ et NON pas : 1 décade = 5 octaves !)

Milieu d'un segment :

- axe linéaire :

X = Xy = Xg = X I I I I > X
0 Xa  Xm X

0 Xy = Xa*Xo  (moyenne arithmétique)

- axe logarithmique :

log 1 log Xa log xm log Xp

X=X = Xp = Xy I I I : » X
0 Xa Xm Xp

0 Xp=2atXe Jz’ X

O Iogxm:w = Iogm

O Xy = ‘/xaxb (moyenne géomeétrique)
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* Décibels

réelle. On suppose que ce quadripble

On considere un quadripble dc —b—ﬂ
chargé par une résistanReSoit : |

l'impédance d'entréBe = Ve / le = R est T le

Ps : puissance fournie a la charge

Pe : puissance consommeée a I'entrée du quadripdle

On définit le gain en puissance mesuré en échelle linéaire Ps / Pe

On définit de méme le gain en puissance mesuré en échelle logarithi@iguieg A
Définition : pourPs = 10Pg, on calcule G =log 10 = 1 Bel = 10 déciBels (dB).

P
D'ou : Gyg = 10log FS

e

Or, d'apres les données précéden&éczvezl R etPg :VSZI R O Ps/Pe = (VS/Ve)Z.

D'ou : Gyg = 20Iog§

e

* Plan de Bode

_ _ A
DeVs =T. Ve on tire une double relationd 98 ~ 20l0g[T| = 20l0g v

e
BAG(T) = Arg(Vs) - Arg(V,)

Ce qui entraine une double représentation, en gain (exprimé en dB), et en phase (exprinr
généralement en degrés). Les axes des ordonnées sont linéaires (dB ou °). L'axe des abscisse
logarithmique, gradué en pulsation (rad/s) ou en fréquence (Hz). On donne ci-dessous u
représentation y(x) dans ce plan (NB : les musciens connaissent aussi la tierce !) :

| u Togqu | 2000gy

10 1 20
56 |05 |15 Looloiolnn bl RPN SO
z .2
1,2
1
0,56 actave /2]
0.3z décade /107
tierce (/30
o1 | -1 [-zo0 R R L | x
A 1 10
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A Remarque :

G=20log(|) O G<O0si O<[|<1l ; G5 —-osi[|-0
G=0si [T|=1
G>0si [T|>1 . G o 4+ Sil|- +o

* Plan de Bode : propriété d'additivité
Supposons que la fonction de transfersoit décomposable en un produit de deux fonctions
élémentairesT =T, . T»
Cette équation, qui porte sur des nombres complexes, se raméne a deux équations réelles :
[T|=Tal. 2 [ G=G1+G2
Arg(T) = Arg(T1) + Arg(T2) O b =01+0¢2
La représentation dans le plan de Bode utilise des grandeurs additives, puisque les modules
fonctions de transfert sont exprimés en décib8ls= 20log';| et G2 = 20log[,|.

» Représentation des termes normalisés dans le plan de Bode
T =K (supposé réel)

G G=201Ioqg|K] "P{D} kK«0O : p=2%180°
(dB} gl
k=0 p=0°
0 0 ’
Tog lagx
.......... Oelkl el
—EO|
T=jx
E Pro
200 T {1:;3':'—
150 + G=201l0gx o= 307
0o T _ a0
cg LBIE
0.0 ——+HH 0
-3.0 Togx Togx
-10.0
-15.0
-20.0 120
A 1 10

:szxélnl2

¢ = cte =12 = 90°

Pente 6dB/octave, car :
Xo = 2% [0 G2 = 20log, = 20log2 + 20logy =6 +Gq

Ou pente 20dB/décade, car :
Xo = 10k => G, = 20log10 + 20log; = 20 +G»

I
0
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T=1/)x
G s
200 5
15.0
10.0
5.0

0.0 ;
=0 =+ Togx Toigz

g = -90°

-100 T -0
-150 T
-200 - 120

Pente —6dB/octave ou —20dB/décade T=1/x=x e_jﬂ/2 O ¢= deé = g2 = —90°

T=1+k
G 'P,_rofl
20.0 7 1280 T
15.0 1 125 T
10.0 1
5.0 1
0.0 A
-=.0 T
-10.0 1
150 4 G =20 log+/ {1+

-20.0
1

: 1 10 A 1 10
Asymptotes :
X- 0

X - 00

n

1 G - 0dB ¢ - 0°

T
T=jx G - 20log ¢ - 90°

0

T=1/1+K
G oy
20071 180 1
15.0 G = -20 log/ {1 +xZ) 125 T g = - Arctg =
10071 20T
0T fo 43 T fo

=3.0 7
=-10.0 A
-15.0 A
=20.0 -

1

Asymptotes :
X-0

X —» 00

H
[ERN

G - 0dB o - 0°
G - —20log ¢ - —90°

— 14
1

=

=
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T=1/[1+2mx+(x)°]
G

¥rey
2007 120 T
150 T 125 T
100 T o0 T
50T 45 T fa
0.0 ———H 0 — ———HH
-50 7T -45 + Tong
-100 T -F00T
-15.0 T -135 T
-200 T -120 +
oz d 1 1 10
-Z0.0 4
-I5.0 1
-400 1
A 1 10
Asymptotes (la forme exacte des courbes dépend du parametfeplus bas I'étude complete)
X0 T=1 G - 0dB ¢ - 0°
X & o0 T= 1/ G . —40log ¢ - —180°

T . , , . . \n
Généralisation : termes d'ordre supérieur(gx)

A un terme en @n , avem positif ou négatif, correspond une asymptote de pantiBfctave
ou 2(0h dB/décade, ainsi qu'un déphasagene.

» Gabarit d'un filtre passe-bas
L'utilisateur définit le plus souvent ses besoins en terme d'amplitude (gain). Une infinité di
fonctions de transfeffi(jw) peuvent satisfaire aux conditions imposées. Il suffit que la coljos)||
passe par des tracés limites que I'on appelgatarit du filtre, qui en est en quelque sorte le
«cahier des chargesze gabarit d'un filtre passe-bas est tel que :
-pourf < fy, atténuation comprise entre 0 etdB (en général, —1ou —3 dB). Cette gamme de
fréquence est appeléande passantelu filtre.
-pourf > f1, atténuation owéjection> A dB
Ces conditions sont satisfaites si la courbe passe dans la région non hachurée du plan :

d& [T
fo miief]
0 2 logf
-3 ‘.ﬁ.
bande passa ntgﬁ .'1
réjection - & [ e .:'-.
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On peut calculer une valeur approchée de I'ordre du filtre a partir des données du gabarit d'ap
["asymptote qui passe pak €B enf =f; et qui a pour équation :
=—20nlog (f/fp) oun est I'ordre du filtre.
Il vient, pourG=—-A enf=1;:
n=A/20log €1 /fo)
L'ordre du filtre étant nécessairement entier, il faut arrondir ce résultat par valeur supérieure :

0] L
L

l
n= DLf[ (bien entendwy peut étre supérieur a 2)
%Olog—1 -
fo E

 Gabarit de filtres passe-haut, passe-bande et réjecteur

passe-haut passe-bande réjecteur
dE
fl fo 2 f1 fo f2 4 3 f1 fof2 4

- 7 7
-h ""f-"'

i 7

'f‘: ::I:- and E:: 172 172
bande passante bande bande
paszante pas=sante passante

€ est l'atténuation maximale dans la bande passante.
A est la réjection minimale exigée dans une certaine gamme de fréquence.
fo est la fréquence de coupure (passe-bas, passe-haut) ou la fréquence centrale (passe-be

réjecteur). Dans le cas des filtres passe-bande et réjecteur, Qn:a\/:flfz = ‘/ f3f, sile gabarit
est symétrique par rapporf@a

ISBN 2-9520781-0-6 http://www.syscope.net/elec/


http://www.syscope.net/elec/

G. Pinson - Physique Appliquée Filtrage analogique - A14/ 11

Circuits du ler ordre
* Filtre Passe-Bas

- Cellule RC T=RC U T I T

A Une telle cellule n'est pas nécessairement réalisée en composants discrets. Par exemple
I'adjonction d'un condensateur a la sortie d'une dynamo tachymétrique réalise ce circuit grace
la résistance interne de la dynamo.

- Cellule LR T=

L
—_— — Y\ Y
R geT

A La bobine est en général résistive. Le schémar —~""—L__T
de la cellule correspond donc au circuit ci-contre, dc
les propiétés different du circuit idéal. C’est pourqu
ce schéma est peu utilisé en pratique.

- Fonction de transfert T= 1 -t 1 _ 1
1+jtw 1+j2 1+ji 1+1p
Wo fo
I SRS
T 21
- Module |'I_'|:; |I(f0)|:i20,7=70%
0f [F V2

. G=20log|T|
- Gain
G(fy) =-3dB
O [
Arg(T) = —arctargf—g
- Phase UloU

Arg(I(f0) =7 1

-130 —

- Valeurs numériques :
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fo/10 fo/8 fo/4 fo/2 fo 2fo 4fo 8fo 10fo
x| 0,1 0125 0,25 0,5 1 2 4 8 10
ITI| 0,995 0,992 0,970 0,894 0,707 0,447 0,243 0,124 0,100
G@B)| -00 -01 -03 -10 -30 -7,0 -12,3 -18,1 -20,0
() -6 -7 -14 -27 -45 -63 -76 -83 -84
* Filtre Passe-Haut
|l .
I
- Cellule CR 1=RC U GT TQ s
_L U U
- Cellule RL T=— =e =s
R
w f
jTw Joo_ Jf_ P
- Fonction de transfert I=1+_ = (()o = Of e
JTw 1+ 1+ |]— P
0 fo
W —}f —i
0 T 1 0 2
il
fo 1
- Module [T |= | T(fg)|=—==0,7=70%
L Of g 2
HreH
G
, G =20log|T | OO T TR
- Gain " -5 - !
G(fy)=-3dB -
100 A . Filtre pas=e-haut
-15.0
-z200 -
A 1 10
Of0 ¢ ¥ied
Arg(T) = —arctam}—+— 180 T
- Phase Hlold 125 T
L1
Arg(T(fo)) =+
A 1 10

A La construction de ces courbes s'effectue en considéranfgué&,.To avec T1 = jx et
T, = 1/(1+K). Les gains et les phases de ces deux fonctions de transfert s'additionnent
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» Régime transitoired'un circuit du ler ordre

- e
| | - -
UR Uc UR UL
/AR /AR
<7u K_ <7u K_
e e
1 EK e K
I |
Uo Uo

- Scénario

Dans ces circuits, on suppose que le commutdteest en positiornL (contact repos) depuis
longtemps. La tensiodg est constante. A l'instabt 0,K passe en positian (contact travail).

On cherche a déterminer I'évolution de I'état du circuit par la méthode de résolution des équatic
différentielles du ler ordre (cf cours de maths).

- Equation différentielle

loi des mailles :u, = R + Uc | loi des mailles :u, = R+ 1y F
condensateur i = c 3% E bobine : u = d E
dt dt
duc i
0 u=RC—=+ 0 u=-R+L—
e a € He ot

A NB : il est important de soigner I'écriture de I'équation, afin de la présenter sous un
forme standard plus facile a résoudre :

- séparer les variables, en réunissant dans le second membre (a droite du signe =)
grandeurs connues (tension d'entigequi sont deslonnées et dans le premier membre les
grandeurs a déterminer (en commencant par le terme différentiel).

- faire apparaitre leonstante de temps :

T1=RC r:L

R
D'Ou Eﬂ |:&
R dt R
duc d . _u
T—=+U- =U T—+i==
g © ° dt R

A L'évolution des autres paramétres de ces circuits se déduit facilement a partir de la loi de

mailles :
UR = Ue—Uc Ur =R

_ W
| =— UL = Ue—UR
R

- Condition initiale

. . < . + . . . .
C'est I'état du circuit au moment ou I'on agit KuOn note O cet instant, pour signifier qu'il
s'agit du premier milliardieme de seconde (?!) aprées cette action...
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Ue(0") = U i(0")==2

- Régime permanent

Comme son nom l'indique, le régime transitoire ne dure pas. Au bout d'un temps suffisamme
long & une dizaine de fois la constante de temps), le circuit obéira aux lois habituelles de I'électrici
que l'on connait en régime établi (continu, alternatif, etc).

* Réponse d'un circuit du ler ordre a un échelon de tension

Hyp. : la tensione est constante. Soli sa valeur. L'action suf (positions 1- 2) permet de
soumettre le circuit a une variation instantanée de tendign-(E), appeléechelonde tension.

Comme les deux circuits sont décrits par des équations de méme forme, on se limite ici au cas
circuit RC.

- Résolution de I'équation différentielle

1°) Régime transitoire, solution générale de I'équation sans second membre
t
du = te .. ., .
TTtC +Uc =00 us(t) =Ke't «K: c’ d'integration)

1_

fonctiony=¢

fonctiony=-¢€"

-1

2°) Régime permanent, solution particuliére de I'équation compléte calculée a l'aide des lo
sur les réseaux é€lectriques. Ici, au bout d'un temps suffisamment long (théoriquement infini),
condensateur sera chargé sous la terision
() = E

3°) La solution complete s'écrit :
t

Uu(t)= Ke '™+ E
régime régime
transitoire permanen

4°) Application de la condition initiale a la solution compléte :
. 0 .
at=0,uc(0)=Up0 Ug=K.e+EO K=Up-E A NB : siE > Ug (charge)K <0

5°) Conclusion : solution définitive :
t

W) =(Up-E)e T +E
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- Graphes : exemples
Charge d'un condensateur Décharge d'un condensateur
Soit:Ug=0 Soit:E=0

______.':'.__ e ————————————————

| ———o
.00 4 .00 ; Ja 4 .00
1
tiT L bl oo oo " tiT
* tr

Ces courbes, normalisées en abscisse (axe gradi® et en ordonnée, sont les graphes des
éguations suivantes :

o _tC _L
uc(t):EE{—eTE U (t)=Uge T
Ces graphes possédent un certain nombre de caractéristiques :
- asymptotes :

- tangente a l'origine : coupe l'asymptotd err.
- temps de montée, de descente : défini entre 10% et 90% de la valeur asymptotique :

tm = 2,21 tg = 2,21
- temps de réponse (ou rapidité) : défini entre 0 et 95% de la valeur asymptotique :
t =31

- constante de temps :
at=1, uc atteint 63% de sa valeur finale.
- erreur (différencedc — asymptote | exprimée en %), cas de la charge :

ttau| 0 0.5 1 1,5 2 3 5 7.5 10
Uc/E| 1 6,07e-1| 3,68e-1| 2,23e-1| 1,35e-1| 4,98e-2| 6,74e-3| 553e-4| 4,54e-5
erreur %| 100 61 37 22 14 5 0,674 | 0,055 | 0,005
- Courant
t
L . U= U E 7
Exemple avetle = E ;Up = 0 : on déduit(t) de yy =ug +uc U i = R = —Re .
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« Allure de la réponse du circuit & quelques signaux typiques
Principe : on suppose que, pdus 0, la tensiorue appliquée au circuit est toujours nulle. A

partir de l'instant = 0+, on applique un signal # 0. Quel que sotte, la réponse est toujours de la
t

forme : u:-(t) =K e ' +régime permaner.

- réponse indicielle
C'est la réponse a un échelon (voir ci-dessus) :

| échelon
L
W ] ] 1 UC(t):_EeT'FE
0 [ 1 1 1 1 1
L
A EQUATION GENERALE D'UN ARC D'EXPONENTIELLE : y(t)= (YO B yoo) e’ + Ve

avec: ¥p=Yi=0 el Yoo =Yt w
- réponse impulsionnelle
C'est la réponse a une impulsion bréve. Le condensateur se charge pendant l'impulsion, puis s
décharge. En négligeant la durée de l'impulsion, la réponse est exponentielle décroissante. Le régin
permanent est nul.

t
x : . UC=K.eT

- réponse a une rampe
C'est la réponse a un signal de la forrag= at

t
- =Ke T +at+b

- régime transitoire d'un circuit alimenté en courant alternatif
En régime permanent, la tensiag vaut :Uc = T Ue. Si Ug = Ug sinut, alors:

transitoire
/ -
b - U =Ke T+|T|Ugsin(at +9)
- :ﬂ'f UE UC
P— ' - - - avec :
) T T T T T T 1
L ’ |I|:—
T 1+ 1202
permanent ¢ =-— arctamw
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Circuits du 2éme ordre : FORMULAIRE

A pour un expose détaillé, vaiours de régulation

« Filtre Passe-Bas (ou fonction de transfert principale du second ordre)

—|:I—MM—_L—
- Cellule RLC u eT T .
. 1 1
- Fonction de transfert T=—o0 —— =
1+ jRCw + (jw)?LC Cw Ol
1+2jm—+j—[]
W D(L)()D
w—l'f— L ; Ty =2myLC ; m=
°"Jic’ ° 2mfic’® 2\L
- Module IT|= D12
%__DfDZD_'_DmLDZ
BB %8
1
T(fo)|=—
IT(fo)l=5—
- Gain G=20log|T|

A La courbe de gain dépend du facteuilContrairement aux filtres du ler ordre, la fréquence
de coupurd; définie poulG = — 3 dB est différente de la fréquence prdgre

2 . ) . , . .
0<m< - Il existe un phénoméne de résonance d'ampli@udsour la pulsationwg .

/

|||In'| = 0 [résonance o)

2 3 4 5 & 7
O<m=«0,707
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Il n'y a plus de phénomene de résonance

<07 |T|=——e— 11 G(fy) = -3dB = f,= f,

L N =
drod
Réponse la plus plate possible dans la bande passa@ie<: 3dB sur [Qu].

m=1 La fonction de transfert est un carré parfdit=

153.0
12.0
2.0
&.0
2.0
0.0
-3.0
-&.0
-2.0
-12.0
-13.0
-12.0
-21.0
=-24.0
-27.0
=30.0

1.00
m>1 La fonction est décomposable en un produit de deux fonctions du ler ordre.
exemplem=1,5:

15.0 : — : : ;

120 Feereeedies -. ..... -.-.._._ .................. ._ ....... '\. .....
an : : : oo : : :

&.0
30
0.0
-0
-&.0
-9.0
-12.0
-15.0
-12.0
=21.0
=240
=270
=Z0.0
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f

2m—
Arg(I(fo)) =~
- Phase Arg(D) = —arctan—[F
BT E AgT)O L~ -
OfgO0
La courbe de phase dépendhue
l:l t 1 : 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-20
-40
-50
-20
-100
-120
-140
-1&0
-120

A t=0, on suppose que le condensateu - -
est initialement déchargdig(0) = 0 ; ainsi UR
gue la bobinei(0) =0

- Equation différentielle

O
0 2
loi des mailles 1, = Ri+ uc + ULED Uy = RCdUC Fu+ LCd Uc
_ iy dt dt?
condensateur :i = CT 0
di O, d” UC +2moo0OIUC +oo0 ooou
bobine : u_ = La E dt?

Solution(cf cours de maths Huandue est I'échelon unitééponse indiciellg:

— mw,t

0 0 2
sinwt avec w; =wy\1-m

m<l: u=1-e
Wy O

[Cosut +
m=1: y =1-€ ' (L+wy)
O O
m>1: uczl—e_mot%:hle m(:OShwﬂE avecwlzooow/mz—l

(dans les exemples qui suivent, on prend : {1 = 1H2)
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m<1

Mesure dem par le dépassemerD = e Vit L om=

100%

m

nF

200 tamplitude)

Réponse oscillante d'amplitude exponentiellement décroissante.

InD

V2 +1In2D

Dépassement

Tq pseudo-période = 20
L

T (en & de ["échelon) T

y, aves wy =¥ 1-m?

o 02 04 08 02
O<m <1

(entrée échelon unité)

enveloppes : 12 2~ Tpt

= _1
avec Ty ==
i che de temps principale

{tenjpa BN S)

e et Up e ———————

o

1.50

2.00 250

L 4 050 1.00 200 250 4.0
t”] Tp tr = ETP
J2 | - , |
m= - =0.7 Amortissement sous-critique. Dépassement peu impac¥tdsa%.
m=1 Amortissement critique. Dépassement nul.
120 T
m=0,7
neo T
D40 T
0z0 T fh+t
A0
oon 4 T : : : : :
000 050 v 1.00 150 200 250 Z00 ZS00 400

circuit du ler ordre aver= 2miuy .

Réponse amortiedDans le cas otn est grand, réponse proche de celle d'un
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- Conclusion : compromis temps de réponse - temps de montée
t, : temps de réponséy; : temps de monté&xemple avegf= 1 Hz.

100

e
[ e

o
=
.
I Se P
—_
=

Le temps de montée est la durée séparant l'instant ou la grandeur de sortie est égale a 10% c
valeur asymptotique et l'instant ou elle est égale a 90% de cette valeur. Il correspond a la vites
avec laquelle le systeme répond a la sollicitation d'entrée.

Le temps de réponse est le temps que met le systeme pour se stabiliser selon une préci
donnée, ici 5%, autour de sa valeur finale.

Ces courbes présentent le résultat du calcul (compligué.t.)(deurbe enV") et det,, On

constate qu'il existe un choix optimum, résultat du compromis entre un temps de montée et
temps de réponse qui soient le plus court possible,peud,?.
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A S S S S COMPLEMENTS EE I S S I S I I S

» Autres filtres du 2éme ordre

- Filtre passe-haut

1

Courbes de phases : décalées déonction de transfert principale du second ordre.

- Filtre passe-bande

5

Circuit RLC, sortie sur R. Constantes identiques a la fonction de transfert principale. Asymptotes el
+6dB/octave.

Courbes de phase décalées T par rapport aux courbes de la fonction de transfert principale du second ordre.
15.0 T T T T

A

Bande passante a -3dB :
Le gainG = 20log[| est représenté dans le plan de Bode par une courbe symétrique passan0dBr pourx =

1. Les limites de la bande passante sont obtenuesGpouBdB <=>T| = 142
Il est graphiqguement évident que les deux fréquences vérifiant cette relation sont, par raison de symétrie, de

forme :f1.fo = f02 puisquefg est la fréquence centrale et est donc au milieu du sedimént. D'ou : f1 =fg/lk et
f2 = kfo.

Sif =k, [T|= 2mK = 1 . Sif=fgk [T|= 1
,/(1— k2)2 + 4Pk - K DZ+1 02— 10
2mk %

P

Les limites de la bande passante sont donc définieg|parl/ 2, c'est-a-dire par :

142 = +2mk
On gardera la racine positive de cette équation (I{B=: 1ko) :

k{2 =mx= \/(mz+1)
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La bande passante du filtre est par définitiorp: =B fo - kofo . D'ol :
Bp(Hz) = ano

Si m est faibl€<0,1), cette relation s'applique aussi, de maniére approchée, a la bande passante des filtres Pas
Bas et Passe-HawRlus m est faible, plus la bande passapt étroite, plus le filtre est "sélectif".

- Filtre réjecteur (exemple : filtre en "double T"

Ch Cy|
1| 1
— 1] [
R R
Ve RS2 = £C W3
—

Etude du filtre : on décompose le filtre en un double filtre'én On transforme chaque quadripdle en "T" en un
guadripdle enlM". Les formules de transformation (transformatio cf 8§ A12), appliquées successivement aux deux
"T", donnent (ave® = RCw = w/wy) :

>Yi = 2R+ 2|Cw YY'i = 2R+2jCw
Y13 = jCyx2(1+4jx) Y'13= L/R(1+jx)
Y23=Y21 = jCadl(1+4X) Y'23=Y'21 = JCw(1+jx)

Les deux quadripOles em étant reliés en parallele, les admittances des branches correspondantes s'ajoutent deu:
deux :

Y'13=Y13+ Y13 = (1x@)/2R(1+jX)

Y'23=Y"21=Y21+Y21= 4N2R(1+X

En appliquant la regle du pont diviseur de tension a la sortie du filtre (qui est a vide), il vient :
T =Y"13(Y"13+Y"23) = (1:@)/(1+4jxx2)

D'ou :
O
O
O 1
D_(,L)D2 ﬁ*)o:%
1+%|—|:| g
I= Dj%m - avec ml:(;
w O 2+4/3]RC
+j—rTi+j—
F o e H §»02 1
=

AN : fg = 50 Hz,C = 0,47 uF R = 1/2nfoC = 680@2 ; f1 = 1/2m(2+V3)RC = 13Hz ;fp = 1/2n(2+V3)RC =
185Hz. La courbe posséde une asymptote verticale (ZPlegp ) pourf = fg.

13Hz S0Hz 185Hz
G(dE) 0.0 . f +—+—1 t t

=50 1
-oo T
-150 T e
-200 T
250 1
-z00 T
-z50 T ‘
400 b

N B et LR AR SERRTERTEP R \ .
-s00 :

100 fiHz)
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« Filtres passe-bas d'ordre supérieur : choix du type de réponse

Une infinité de fonctions de transfert répondent au gabarit d'un filtre donné, puisque toute courbe de gain pass:
entre les limites définies (coupure et atténuation) convient. Il est possible de définir et calculer sur ordinateur (p
approximations successives) n'importe quel type de réponse obéissant au gabarit. Cette solution est toutefois lour
mettre en ceuvre, et dépasse les besoins rencontrés dans la pratique courante, ou I'on peut se restreindre a quelque:
particuliers de réponse aux propriétés connues que I'on saura calculer relativement facilement. Nous en décrirons
quelques unes, sans détailler les calculs et démonstrations qui conduisent aux résultats énoncés.

- Réponse de Butterworth

Ce type de réponse est défini a I'ordngar une courbe de gain dont I'équation est la suivantezal/wyg = f/fg
; fo coupure a -3dBG = -3 pourx = 1) :
O C

G= 20Iogﬁﬁ%

La caractéristique essentielle de la courbe est d'étre trés plate dans la bande passante (proche de 0dB). El
rapproche d'autant plus de la courbe idéale (gabarit rectangulaire)egtigolus élevé. La fréquence de coupure est la
mémel] n.

0.0
-3 dB

-0 T

-0 T
-400 T

-500 T

-e0o -

Discussion :
-qualité en réponse impulsionnelle : quel que spitn montre que le dépassement en réponse impulsionnelle
reste relativement faible :
ordren dépassement ¥#eponse a un échelon)

o BRANE
[N
[N

Ce type de réponse est donc bien adapté au filtrage de signaux a variations rapides (signaux échantillonnés
exemple).
-défaut en réponse harmonique : l'avantage précédent se paie par une coupure &yterpadate relativement

faible (mais elle peut étre augmentée avetus grand). Or c'est précisément autour de la fréquence de coupure que I'on
a besoin en général d'un filtrage énergique !

Cas particuliers : on vérifie que :
n=1: laréponse de Butterworth d'ordre 1 n'est autre que la fonction bien connue du ler ordre

n= 2 : la réponse de Butterworth d'ordre 2 est la fonction de transfert principale du second ordre Ad@em =
On vérifie que 1/[T2 = [(1—x2)2 +22] =1 +x4

- Réponse de Chebycheff

Cette réponse est définie par I'équation :

o O
G = 20log- t—=—=

e (9
ou le polyndmePn(x) s'obtient par la relation de récurren&+1 = 2Pn -Pp-1, avecPg = 1 etP1 = x. Il vient :
P2 = 22-1 i P3= 4x3-3x; Pg = 8d-8x2+1 ; etc...
€ définit I'ondulation acceptée dans la bande passante : la réponse n'est plus parfaitement platé, poais on
s'autorise un écart par rapport au zéro dB. Cet écart vaut (e\@B)= -10log(1-€2).
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On choisit en général 0<LA < 3dB.

fifo

Discussion :
-défaut en réponse impulsionnelle : le dépassement est nettement supérieur a Butterworth :
ordren dépassement & = 0,8dB) dépassement ¢& = 3dB)

1 0 0

2 11 21
4 18 28
6 21 32
8 23 34

-qualité en réponse harmonique : la pente de la courbe au voisinage de la fréquence de coupure est nettement
franche que dans le cas Butterworth.

Ces réponses seront donc utilisées de préférence lorsqu'on a besoin d'un filtrage énergique au voisinage d
fréquence de coupure. Elles sont en revanche déconseillées dans le cas de signaux a variations rapides (dépasst
élevé => déformation importante des signaux).

Cas particuliers :
n=1:laréponse de Chebycheff d'ordre 1 n'est autre que la fonction du premier ordre. L'onmdlulatmoueA
= 3dB, correspond a l'atténuation a la fréquence de coupure.

n= 2 : la réponse de Chebycheff d'ordre 2 est la fonction de transfert principale du second ordre e .
Par exemple, pouk = 3dB, soit€ = 1, on trouven= 0,38.
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